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Plan wykladow:

e Szczepienia w modelu bazowym typu SIR.
e Model immunoterapii raka prostaty.

1. Modele typu SIR

Zajmiemy sie opisem rozprzestrzeniania sie w populacji infek-
cji, po przebyciu ktorej osobniki staja sie uodpornione. Mamy wiec

nastepujacy schemat transmis;ji:
R(7)

S()

1(1)



1.1. Model bazowy

Pierwszy model matematyczny Kermacka-McKendricka dla ta-
kiego przebiegu infekcji powstal w 1927 1.

Poniewaz model Kermacka-McKendricka nie uwzglednia wie-
lu istotnych proceséw, wiec byt wielokrotnie modyfikowany — na
szczegblng uwage zastuguja prace Hethcote’a.

Omoéwimy teraz model, w ktérym uwzgledniamy nie tylko roz-
przestrzenianie sie infekcji (jak w modelu Kermacka-McKendric-
ka), ale takze procesy rozrodczosci i §miertelnosci.

W modelu tym zakladamy, ze:

e liczebnosé populacji jest stata: jesli S, I, R opisuja odpowiednio



frakcje osobnikow zdrowych podatnych, chorych i odpornych,
to S(t) + I(t) + R(t) = 1;

zaktadamy, ze wszystkie nowonarodzone osobniki sa zdrowe,
infekcja rozprzestrzenia sie poziomo w populacji, nie ma trans-
misji pionowej;

rozrodczo$é jest rownowazona przez $miertelnosé przy zaloze-
niu, ze nie wystepuje proces chorobowy;

infekcja rozprzestrzenia sie przez kontakt miedzy osobnikami
podatnymi i chorymi;

kontakty miedzy osobnikami sg losowe, ich liczba jest propor-
cjonalna do liczebnosci poszczegolnych klas osobnikow;

po przebyciu infekcji osobniki zdrowiejg i staja sie odporne.



Ostatecznie, infekcja rozprzestrzenia sie zgodnie z modelem

§ = p—pIS—ps,
[ = BIS—~I—pl, (1)
R = ~I—puR,

gdzie:

e S, I, R— proporcje os6b podatnych, chorych i uodpornionych
w populacji, S+ 1+ R =1;

e 1 — wspolezynnik rozrodezodci/$miertelnosei, 1/p odzwiercie-
dla $rednia dlugos$¢ zycia osobnika w populacji;

e [ — wspolezynnik kontaktow /zakaznosci, ktory odzwierciedla
czesé kontaktow prowadzacych do zachorowania,

e ~ — wspdlezynnik wyzdrowien, 1/v odzwierciedla sredni czas
trwania infekcji.



1.2. Analiza modelu (1)

Podstawowe wtasnosci typu istnienie, jednoznaczno$é i nie-
ujemnos$¢ rozwigzan sa prostym wnioskiem z postaci prawej strony
uktadu.

Zauwazmy, ze jesli zdefiniujemy N(t) = S(t) + I(t) + R(t), to

czyli stan N = 1 jest asymptotycznie stabilnym stanem stacjonar-
nym uktadu (1) i analize modelu mozna zredukowa¢ do uktadu

S = p—pIS — MS, (2)
I = pBIS—~I—ul,
przy czym mozemy ten model bada¢ w przestrzeni fazowej

D={(S,1):5>0,1>0, S+1<1}.



Widzimy, ze w D rozwiazania sa ograniczone, co gwarantuje

ich istnienie dla wszystkich ¢ > 0.

Znajdziemy teraz stany stacjonarne. Ich liczba zalezy od

Ro= P

TR

czyli

podstawowego wspotczynnika odnowienia infekcji.

Jesli I = 0, to S = 1, mamy wiec stan stacjonarny (1,0) od-
powiadajacy zdrowej populacji.

Jesli I # 0, to S* = “’#, wiec jesli S* = 1/Ry < 1, to
I = ,uR%_l, czyli wtedy dodatni stan stacjonarny (S*, I*) od-
powiada stanowi epidemii.




Macierz Jacobiego uktadu (2) ma postac

M,;(S,1) = < _Mﬁ_lﬁl 551573_# ) '

Dla stanu (1,0) mamy
- =p
M;(1,0) =
/(1,0) ( 0 B—v—p )
i widzimy, ze § < v+pu, czyli Ry < 1 gwarantuje lokalna stabilnosé.
Dla stanu (S*, I*)
— L _pG
* * _ S*
MJ(SaI)_<ﬁ]* 0 )7
wiec tr My (S*,I*) = —u/S* < 0 oraz det M;(S*, [*) = 3°I*S* >

0, czyli stan ten jest stabilny, jesli istnieje (6 > v + p) i wtedy
stan (1,0) traci stabilnos¢.



ac portret fazowy mozemy wykazaé globalng stabil-

Analizuj

nos¢ a

Ibo stanu zdrowia, albo epidemii, jesli istnieje.

p<B<y+p
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Whiosek 1. W przestrzeni fazowej D



e dla f < p obie wspdtrzedne rozwigzania uktadu (2) sg mono-
toniczne,

o dla p < B < v+ p zmienna I stale maleje, a S nagpierw
maleje, a poiniej rosnie,

zatem rozwigzanie musi zbiegaé do stanu stacjonarnego, czyli
(S(8),1(t)) — (1,0) przy t — oc.

B>+ up

W tym przypadku musimy wykluczy¢ istnienie orbit zamknie-
tych, gdyz z twierdzenia Poincare’go-Dendixsona wynika, ze or-
bity musza zbiega¢ albo do stanu stacjonarnego, albo do orbity
zamknietej.



BN
N
N

SIXTEY Ny

W tym celu mozemy np. zastosowaé kryterium Dulaca-Bendixso-

na. ktéore mowi, ze jesli w danym obszarze spdjnym U istnieje
funkcja B : U — R, taka ze div (BFy, BFy) (F = (F, F) jest
prawa strona ukladu) nie zmienia znaku i nie jest tozsamosciowo
rowna 0, to w tym obszarze nie ma cykli.

Dla modelu (2) mozemy zastosowaé¢ B(S,I) = <.



Whiosek 2. Uktad (2) nie ma cykli granicznych, wiec dodatni
stan stacjonarny jest globalnie stabilny.

Whiosek 3. Jesl

e Ry <1, to uktad (1) ma jeden stan stacjonarny (1,0,0) opi-
sujgey stan zdrowej populacyi © stan ten jest globalnie stabilny;

e Ry > 1, to uklad (1) ma dwa stany stacjonarne; dodatkowy
dodatni stan stacjonarny

1 Ro-—-1
RO’M 6

(S*,I*, RY) :( 11— 9 —1*)

opisuje stan epidemii i stan ten jest globalnie stabilny, jesli
1stnieje.



2. Modelowanie szczepien

Przejdziemy teraz do gléwnego tematu, czyli modelowania szcze-
pien.

Omowimy wyniki przedstawione w pracy

e "Theoretical Examination of the Pulse Vaccination Policy in
the SIR Epidemic Model” by L. STONE, B. SHULGIN, Z.
AGUR, Math. & Comp. Modelling 31, 2000, 207-215.

Artykul dotyczy modelowania szczepien w celu uodpornienia
na odre w oparciu o strategie szczepieni przeciw odrze i paralizowi
dzieciecemu w centralnej i potudniowej Afryce oraz przeciw odrze
i rozyczce w Wielkiej Brytanii.



Strategie szczepien badane sg za pomocg podstawowego mode-
lu (1).

Matematycznie najprosciej analizuje sie wplyw strategii szcze-
pienia ,stalego”, co oznacza, ze szczepi sie staly frakcje p nowona-
rodzonych osobnikéw.

Przy takiej strategii zmienia sie wspétczynnik rozrodczosci w
pierwszym réownaniu uktadu (1)

S=(1-pu—pIS— pusS.

Badanie stabilno$ci stanow stacjonarnych w uktadzie ze statym
szczepieniem prowadzi do wnioskéw

e krytyczna warto$¢ wspotezynnika szczepien wynosi
1

czl_ia



e dla p > p, stan zdrowia (1 — p, 0, p) jest stabilny;
e dla p < p. stan epidemii
(S I" = ——p, "+ ———p)
Bty pty

jest stabilny.

Widzimy, ze przy takiej strategii szczepien liczba oséb podat-
nych w dodatnim stanie stacjonarnym nie ulega zmianie — zmie-
niaja sie tylko liczebnosci grup oséb chorych i uodpornionych.

Dla odry szacowane parametry
pw=0,02, §=1800, v=100
odpowiadaja wartosci krytycznej p. ~ 95%.

Zaproponowano wiec inne podejscie, ktore wydaje sie bardziej
racjonalne — szczepienia ,impulsowe”.



2.1. Obiekt matematyczny

Roéwnania rozniczkowe z impulsami

(impulsive differential equations)

pojawiaja sie od dos¢ dawna jako opis zewnetrznej ingerencji w
dany uktad dynamiczny.

Kruger-Thiemer, E. (1966). Formal theory of drug dosage re-
giments, Journal of Theoretical Biology, 23: 169-190.

Agur, Z., Cojocaru, L., Mazor, G., et al. (1993). Pulse mass
measles vaccination across age cohorts, Proceedings of the Na-
tional Academy of Sciences, USA, 90: 11689-11702.

Nokes, D. and Swinton, J. (1995). The control of childhood
viral infections by pulse vaccination, IMA Journal of Mathe-
matics Applied in Biology and Medicine, 12: 29-53.



e Shulgin, B., Stone, L., and Agur, Z. (1998). Pulse vaccination
strategy in the SIR endemic model, Bulletin of Mathematical
Biology, 60: 1123-1148.

T = F(t,xz(t)),
l’(to) = X

gdzie:

o &= F(t,x(t)) z warunkiem poczatkowym z(ty) = g —
uktad dynamiczny opisujacy wewnetrzng dynamike procesu;
x(t; ) — lewostronna granica rozwiazania w punkcie #;;

e t;, 1€ N — momenty impulséw, czyli zewnetrznych ingerencji
w przebieg procesu;

o g(t;,z(t)), i € N — wielkosé¢ impulsow.



Najczesciej g(t;, x(t)) = g(t;, z(t;)) ~ x(t;7), czyli wielkosé
impulsu jest proporcjonalna do biezacego stanu uktadu, a w przy-
padku szczepien

g(ts, (1)) = —cix(ty),
gdzie ¢; € [0, 1] odzwierciedla frakcje zaszczepionych osobnikow.

2.2. Szczepienia w modelu bazowym

Strategia szczepien impulsowych zaklada szczepienie stalej frak-
cji p grupy osobnikéw podatnych co T lat.

Dostajemy

Okazuje sie, ze



przy zalozonej z gory frakcji p mozna dobraé¢ odstep miedzy
impulsami w taki sposob, ze epidemia wygasa i na odwrot.

Zatoézmy najpierw, ze I = 0 i zbadajmy dynamike S pomiedzy
dwoma impulsami ¢, 1 £,.1.

Przy zatozeniu I = 0
S:M(l—S), S(tn):(l_p)s(t;)7 tn+1:tn+T7 (3)
zatem

Q) =1+ (S(t,) — Ve )t € [ty thr),
5= { (1 - PQ). t=tyr

Niech S(t,) = S,. Mozna zdefiniowa¢ przeksztatcenie

Sn+1 - F(Sn)7



ktore odzwierciedla liczbe osobnikéw podatnych zaraz po kolejnym
szczepieniu w chwili ,,.

Ze wzoru (4)

F(S)=(1=p) (1+(S—1)e*T).

Przeksztatcenie F' ma punkt staty

(1=p)(e —1)
p—1+eT

Sp = F(Sp) =

Zauwazmy, ze jesli orbita dyskretnego uktadu dynamicznego
generowanego przez przeksztalcenie F' zbiega do S}, to populacja
os6b podatnych zbiega do cyklu granicznego o okresie T



Skonstruowalismy wiec rozwiazanie okresowe odzwierciedlajg-
ce zdrowa populacje przy impulsowej strategii szczepien.

Do pelnego opisu potrzebna jest jeszcze informacja o warun-
kach poczatkowych” S(t,) dla poszczegolnych impulsow.

Aby otrzymaé rozwiazanie okresowe musimy mieé

S(tn) = Sp.

Stad okresowe rozwigzanie dla modelu z impulsowymi szcze-

pieniami ma postac

{ 1+ 1—]Jeiuf—pe_u(t_tn)’ te [tnatn-i-l)a

* _
) t—tn+17
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Figure 2. (a) The proportion of susceptibles S when pulse vaccination is applied

{(p = 05, and T = 2) to the SIR model (1). The susceptibles are attracted to a

periodic “infection-free” solution (16). The line at S; & 0.0556 marks the “epidemic

threshold” (22). (b) Time-series for the corresponding rapidly decreasing infectious

population I. Note the logarithmic scale employed. Model parameters as given in (3).



Badajac stabilnoéé linearyzujemy uktad wokot (S, I), czyli de-
finiujemy odchylenia

i w nowych zmiennych, opuszczajac wyrazy wyzszego rzedu,

‘.é = —/187— BS’];
jo= JBS—p—n), (5)
s(ty) (1 —p)s(t), tni1 =t, +T.

Zauwazmy, ze lokalna stabilno$¢ stanu stacjonarnego (0, 0) ukla-
du zlinearyzowanego implikuje lokalng stabilnos¢ rozwiazania okre-
sowego uktadu wyjsciowego.



Roéwnanie na j mozna scatkowa¢ w kazdym przedziale [t,,, 1]
otrzymujac
tn41

. ‘ _ [ (BS(t)—p—y)dt
In+1 = ](tn+1) = Jne’ .

Jesli catka w wyktadniku jest ujemna, to j, maleje wyktadni-
czo. Z kolei jesli j(t) — 0, to z postaci uktadu (5) wynika, ze takze
s(t) — 0.

Ostatecznie, jesli

tn+1 +
— / dt<” 7:Sc,

tn

to rozwigzanie okresowe jest lokalnie stabilne.



Wspoélezynnik S, bywa nazywany progiem epidemii.

Widzimy, ze S. = 1/Ry.

Po obliczeniu wartosci $redniej Sy, otrzymujemy warunek do-
stateczny lokalnej stabilnosci postaci

(p=pT) (A =) + ppT _ pt7
pTp—1+eT) =

skad mozemy oszacowacé T, np. rozwijajac w szereg Taylora lewa
strone.

Zaktadajac T' << 1001 pu << 7y

~ 2 !
Bul—p/2—~/5

Tmax



Maximal period of pulses, Tmax
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Figure 3. The maximum interpulse interval Thax as a function of vaccination pro-

portion, p. Curve 1: approximation (24); Curve 2: exact result (23); Curve 3: the

approximation (25) suggested in [1]. Model parameters as given in (3).



3. Model immunoterapii raka prostaty

Opis immunoterapii pochodzi z artykutu

e Natalie Kronik, Yuri Kogan, Moran Elishmereni, Karin Halevi-
Tobias, Stanimir Vuk-Pavlovic, Zvia Agur,
"Predicting Outcomes of Prostate Cancer Immunotherapy by
Personalized Mathematical Models”, PLoS ONE 5(12): €15482.
d0i:10.1371/journal.pone.0015482

Rak prostaty (PCa) jest jednym z najczestszych nowotworow
U MezZCzyzn.

Podstawowe metody leczenia obejmuje prostatektomie oraz/lub
radioterapie.



Wielko$¢ nowotworu jest odzwierciedlana przez poziom specy-
ficznych antygenow (PSA) w organizmie, co mozna zmierzy¢.

Jesli poziom PSA wzrasta po takiej terapii, wskazuje to na ak-
tywacje resztkowego raka, ktory bywa kontrolowany poprzez srodki
obnizajace poziom androgenéw.

Niestety, rozsiane komérki rakowe czesto sa androgennie nie-
zalezne, co prowadzi do kolejnego wzrostu poziomu PSA i powsta-
wania przerzutow.

Immunoterapia raka prostaty data do tej pory pewne obiecu-
jace efekty, cho¢ nie doprowadzita do catkowitego wyleczenia.

CzeSciowe rezultaty byly m.in. otrzymane dzieki:



e autologicznemu transferowi aktywowanych pozaustrojowo ko-
morek prezentujacych antygen;
cytokinowym szczepieniom nowotworowych;
szczepionkom zawierajacym rekombinacje biatek lub kwaséw
nukleinowych;

e innym strategiom szczepien opartym na komorkach atakujg-
cych komorki rakowe, jak PSA czy specyficzne antygeny blo-
nowe.

Niedawne badania kliniczne opieraly si¢ o zastosowanie allo-
genicznych komorek rakowych, ktérych celem byto stymulowanie
ekspansji specyficznych komoérek odpornosciowych u androgennie
niezaleznych pacjentow z nowotworem bez przerzutow.

Leczenie bylo bezpieczne, a wzrost poziomu PSA ("PSA veloci-
ty”) zostal zredukowany u 11 z 26 pacjentéw poddanych leczeniu.



W artykule zaproponowany zostal model matematyczny uwzgled-
niajacy oddzialtywania miedzy szczepionka, komérkami odporno-
Sciowymi i nowotworowymi.

Model zostat dopasowany i przetestowany na danych klinicz-
nych dla poszczegolnych pacjentoéw (patient specific therapy).

W celu dopasowania modelu zmierzone poziomy PSA (do 26
pomiaréw) zostaly potraktowane jako miara liczebnosci populacji
komorek rakowych.

Pomiary poziomu PSA u kazdego z pacjentéw zostaly podzie-
lone na zbiér uczacy i zbior testowy.

Zbidér uczacy uzyty do personalizacji modelu zawiera indywi-
dualny dla kazdego pacjenta ciag pomiaréw poziomu PSA; zbior
testowy zawiera podciag danych PSA.
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Spersonalizowany model postuzyl do symulacji przewidywa-
nych zmian w liczebno$ci populacji komoérek nowotworowych i po-
ziomu PSA, co zostalo poréwnane ze zbiorem testowym.

Przewidywania modelu okazaly sie dokladne w przypadku 12
z 15 badanych pacjentéw.
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Schemat immunoterapii raka prostaty
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Model opisuje dynamike w czasie nastepujacych zmiennych:

V(t) — immunoszczepionka (allogeneic PCa whole-cell vacci-
ne),

P(t) — komorki raka prostaty,

D,,, — prezentujace antygen komorki dendrytyczne skory (an-
tigen presenting dermal dendritic cells),

D¢ — dojrzate komorki dendrytyczne,

Dr — ,wyczerpane” komorki dendrytyczne,

R — komorki regulujace (regulatory/inhibitory cells),

C — specyficzne komorki cytotoksyczne, np. limfocyty 7'

Model odzwierciedla kaskade reakcji odpornosciowych prowadza-
cych do zahamowania rozwoju raka.

Kaskade opisuje nastepujacy uktad RRZ:



o
D,
De
Drp =
C
-
po—

—kinyV,

kl(v + Vp) - kmDma
OélkmDm — kCRDC'a
kcrDc — pup Dr,
acDc — pucC — krCR,

arDr — prR,
hyCP
rP—ap3tp,

ktory rozpatrujemy z warunkiem poczatkowym odzwierciedlaja-
cym pojedyncze szczepienie zastosowane w przypadku organizmu
bez odpornosci z wystepujacym rakiem:

(%7 07 Oa 07 07 07 P0)7

%7 P0>O7

z parametrami oszacowanymi na podstawie literatury:



k; — wspotezynnik dojrzewania (w wyniku szczepienia) komo-
rek dendrytycznych, k; = 0,06 h™1,

ny — liczba komorek szczepionki potrzebna do zainicjowania
dojrzewania jednej komorki dendrytycznej, ny = 1,

Vp — naturalny napltyw dojrzatych komoérek dendrytycznych,
Vp = 0 (oszacowane),

k., — wspotczynnik migracji komorek dendrytycznych ze skory
do wezla limfatycznego k,, = 0,027 h=,

ay — frakcja dendrytycznych komorek prezentujacych antygen
przedostajacych sie do wezta limfatycznego, oy = 0,03,

kcr — wspotezynnik ,wyczerpywania” dojrzatych komorek den-
drytycznych, kg = 0,027 h1,

ip — wspotczynnik $miertelnosci komoérek dendrytycznych,
pup = 0,014 h=1,

ar — wspolczynnik rekrutacji inhibitoréow przez komorki den-
drytyczne, ar = 0,003 h™1,

pr — wspo6lezynnik §miertelnogei inhibitoréw, pup = 0,03 h™t,



ac — wspotezynnik rekrutacji komorek cytotoksycznych przez
dojrzate komorki dendrytyczne, ac = 0,38 h™1,

e — wspotezynnik $miertelnosci komorek cytotoksycznych,
pe = 0,007 h=1,

kr — wspoélczynnik dezaktywacji komorek cytotoksycznych
przez inhibitory, kp = 6 - 1077 komorka=™'x h~!,

r — wspolczynnik wzrostu nowotworu, wlasciwy dla danego

pacjenta, h™!,

a, — maksymalna efektywnos$¢ komorek cytotoksycznych, wia-
$ciwa dla pacjenta, komorka='x h~!,

hp — wspolczynnik thumienia efektywnosci komoérek cytotok-
sycznych, hp = 108 komorek.



3.1. Analiza modelu (6)

Uktad (6) mozemy analizowa¢ catkujac poszczegolne rownania.
Otrzymujemy

V(t) = Voe himvt — V(t) =0 przy t— oo,

a stad
D, =k (voe*kmvt + v,,) — kD,
zatem
_ kﬂ/;) —kmt leO —knyt —kmt
D= T (e ey (=),
czyli D,, — ké:p

Wynika stad, ze jesli V,, = 0, to D,, — 0 wykladniczo.



Podobnie D¢ mozemy wyrazié¢ jako kombinacje funkcji wyktadni-
czych:

1 o e—k’CRt e—k’mt _ e_kCRt
DC = alle ( - +
P kcr kor — km

kcr — kiny kcr — km

Cklkmkl‘/o e—klnvt _ e—kCRt e—kmt _ e—kCRt
k’m — klnv

Jawny wzor na Do nie ma jednak znaczenia dla analizy asympto-
tycznej. Otrzymujemy
Oélk?l‘/;,

D~ —
¢ kcr

i analogicznie jak poprzednio D¢ — 0 wyktadniczo, gdy V,, = 0.

Nastepnie liczymy:
Oélk’l‘/p
KD

Dp — = Drp—0 dla V;):O,



aRalle;,
HUDUR

R— = R—0 dla V,=0,
acokippprVy

C —
kor (popppir + kraroik)Vy)

=(Cyx =>C—0dlaV,=0.

Ostatecznie, dla dowolnego ¢ > 0 istnieje ¢ > 0, takie ze

Rozwazmy jednowymiarowy uktad dynamiczny:

. ~ hPCoo
x—x(r—aphp+x), (8)

gdzier =r+clubr=r—c¢.



Niezerowy stan stacjonarny Z rownania (8) spelnia:

- aphpCy
T(hp—i—.f) :Clphpcoo =T = #—hp
T
i jest on dodatni, jesli C jest dostatecznie duze.

Zatem dynamika rownania (8) zalezy od Cw.

o Jesli Cy jest dostatecznie male, tak ze (8) nie ma dodatniego

stanu stacjonarnego, czyli Co < =, to @(t) > 0 Vi, co wiecej
istnieje 0 > 0, taka ze © > dx, a st@d x — oo wyktadniczo.
o Jesli C jest dostatecznie duze, Co, > =, to istnieje dodatni

stan stacjonarny z i dla 0 < xp < 7 rozw1@zan1e dazy do 0,
natomiast dla zy > ¥ rozwigzanie dazy do co.



Poniewaz ¢ jest dowolne, to istnienie dodatniego stanu P jest wa-
runkowane przez:

r ap
Powyzsza nier6wnosé jest rownowazna ponizszej:
acoukipipprVy r

>
kcr (Hepppir + kragak)V,) ~— ap

?

czyli

ak,Vp (apacippr — rkcrkrar) > rpcpipprkor.

Whniosek 4. Wyzdrowienie mozna osiggnaé utrzymujgc nierdw-
nosci:
apacfpiir 4 rpcipprkcr

>r 1 Vp> .
kcrkrar Pk (apacpppr — rkcrkrar)




Whiosek 4 oznacza, ze aby wyleczy¢ pacjenta za pomoca poje-
dynczego szczepienia musimy mie¢ do czynienia z nowotworem o
niezbyt wysokim wspotczynniku reprodukeji, a naturalny naptyw
dojrzatych komorek dendrytycznych Vp musi byé¢ dostatecznie du-
zy.

W tym przypadku mamy

° jeéliPE(Q,P),ﬁop<0,ast@dP—>0;
e jesi P>P,toP>01iP — <.

Co wiecej, jesli C, < é, to P > 0 dla dowolnego Py, > 0, a
poniewaz nie istnieje dodatni stan stacjonarny, to rozwigzanie dazy

do oo.

Zauwazmy, ze dla V, = 0 mamy Cy, = 0 i wszystkie rozwiaza-
nia (7) z dodatnim P, spelniaja P — oo.



Whniosek 5. Dla parametrow modelu oszacowanych w artykule nie
da sie 0siggngcé wyleczenia za pomocq pojedynczego Szczepienia.

3.2. Model z impulsami

Whiosek 5 pokazuje, ze trzeba podja¢ leczenie w dtuzszym czasie.

Zalozymy teraz, ze V, = 0 i rozwazymy ciag szczepieni o dawce Vj
podawanych co At jednostek czasu.

Mamy w rezultacie rownanie z impulsami opisujace zmienna V,
ktore mozemy rozwigza¢ na kazdym przedziale [nAt, (n + 1)At],
n € IN.



Doktadniej, poniewaz
VAt =1, (1+e™ 8 4 et

gdzie V(nAt)" oznacza poziom szczepionki tuz po kolejnym —
(n + 1) — szczepieniu, przy czym pierwsza dawka podawana jest
w momencie t = 0, to dla t € (nAt, (n 4+ 1)At) dostajemy

1 — e—(n—l—l)aAt

Vi =% 1 — e—alt e A = Kyny.

Stad otrzymujemy zbieznos¢ V' do funkcji okresowej przy t — oo,

tzn.
(e [4])

Vi) = o = V), )

gdzie s — [s] oznacza czes¢ utamkows liczby s = .



Widzimy, ze V() < V>°(t) dla t > 0.

Znajac asymptotyczna dynamike zmiennej V' mozemy zbadaé za-
chowanie kolejnych zmiennych.

Dla zmiennej D,, asymptotycznie dostajemy
Dp(t) = kg V> (t) — Ky Do,
skad dla okresowej funkcji V*>° otrzymujemy w granicy
KV <(1 _ ekm)e—alt=l) _ (1 — e—a)e—kmu—[tn)
(1 —e)(1—e*m)(k, —a)

z At = 1 dla uproszczenia zapisu.

D(t) =

Podobnie zmienne D¢ (t), Dg(t) i R(t) daza do funkcji okresowych
o okresie 1, gdyz kazda z nich mozna wyrazi¢ jako kombinacje
funkeji wyktadniczych od ¢t — [t].



Stad rownanie na C' przyjmuje postacé
C=F(t) - G@1)C,

gdzie F' i G sa okresowe o okresie 1.

Dla Cy = 0 rozwiazanie wyraza si¢ za pomoca calki
t
t
O(t) = / F(s)eJs Cdugg
0

przy czym w granicy znéw dostajemy funkcje okresowa.
Ostatecznie mamy do zbadania réwnanie

gb:x(r—H<t)>, (10)

gdzie z = %, a H(t) = apC(t) jest gladka funkcja okresowa o
okresie 1.




Mozna pokaza¢, ze dynamika rozwiazan roéwnania (10) zalezy od
wartosci éredniej funkeji H.

Niech Hy = [} H(s)ds.

Twierdzenie 6. Jesli r > Hy, to x — oo dla dowolnego xy > 0,
a jesli r < Hyu, to istnieje x* > 0, takie ze

o dla 0 < xg<a* zachodzi x(t) — 0 przy t — oo;

e dla xg > x* zachodzi x(t) — oo przy t — oo;
o dla vy = x* rozwigzanie jest okresowe.

Dowadd:



Zatozmy, ze r > Hy. Wezmy ¢ € [0,1) i dowolne n € N. Mamy

x(t7+l)dx t7+1 H(s) p
& R S
T 1+ z(s) )

z(t+n) t+n
skad
t+n+1 1
r— f %ds r—f H(s)ds
z(t+n+1)=z(t+n)e tm >z(t+n)e o (11)

7z dodatniosci x.

Wobec tego dla dowolnych ¢ € [0,1) i n € N dostajemy
w(t+n+1)>q-z(t+n), gdzde ¢q=e 714 >1.

Dla ustalonego ¢ € [0, 1) rozwazamy ciag (x(t—i—n)) oy rosnacy
co najmniej jak ciag geometryczny o ilorazie ¢ > 1.



Stad juz wynika, ze z(t) — oo przy t — oo.
Zalozmy teraz, ze r < Hy.

Zauwazmy najpierw, ze jesli xo jest dostatecznie male, to z(1) <
T, a gdy zo jest duze, to z(1) > xo.

Rzeczywiscie, dla t € [0, 1] mamy
—Hy rt : —Hx rt
Toe <x(t) <xee™ 1 x(n)e <z(t+n) <z(n)e™, (12)
niezaleznie od xg > 0, n € N i innych parametréw modelu.

Chcemy mie¢ z(1) < zg, wiec

T—/H(S)d5<0.
1+

/ T4 a(s)



Widzimy, ze

H H H
7"—/<S)ds<r—A<O dla x0<<A—1>e_r.
1+ xz(s) 1+ xpe” r

Z drugiej strony, jesli ma byé z(1) > xy, to powinna zachodzié
nier6wnos¢ przeciwna.

1

H H H
r—/(s)ds>r—A>O dla x> (A—l)eHA.
, 1+ z(s) 1+ zgeta r

Nierownosci (12) implikuja:

(n+1) < z(n) dla malych o,
(n+1) > x(n) dla duzych xo.

8 8



Ponadto ciag (m(n)) o ro$nie /maleje szybciej/wolniej niz ciag
geometryczny o ilorazie wiekszym /mniejszym od 1.

Stad xz(n) — 0 dla matych zq i z(n) — oo dla duzych .
Zauwazmy, ze dla dowolnych t € [0,1) i n € N zachodzi

t+n

z(t+n) = x(n)exp (rt — / ﬁ%ds) ,

n

a poniewaz
t+n

H(s)
/ T4 (e € 0.l

n

to

z(n) -0 =xz(t+n) —0, z(n)—oo =z(t+n)— occ.



Co wiecej, wystarczy aby x(1) > o lub z(1) < x, aby dosta¢ ciag
x(n) odpowiednio rosnacy lub malejacy.

Ciagla zaleznosé¢ od warunkoéw poczatkowych implikuje, ze istnieje
x*, takie ze z(1) = x*, wiec mamy wtedy rozwiazanie okresowe.

O

Powyzszy dowd6d zostal zaproponowany
przez Marka Bodnara




4. Warunki skutecznego /nieskutecznego
leczenia

Zajmiemy sie teraz ponownie funkcja (9), gdyz chcemy powiazaé
dawke pojedynczego szczepienia Vj z czestotliwoscia szczepieri.

Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje ¢, takie ze dla ¢ > ¢ mamy

efaAt 1
e lvl—A e VM] = [Vain, Vi

Stad dla dostatecznie duzych t dostajemy

kl kl . min max
Dm S [kmvmin; klmvmax‘| - [Dm 7Dm } )
alkl alkl

D¢ € l kCRD,?;H,kCDmaX] - [Dmm DmaX],



kCR ymin Kcr ] -
D 6 _DITIH'I7 Dmax = DIHII], Dmax ,
S R

R e

aRr : aRr
7Dm1n7 —Dp™| = Rmim Rmax .
KR f KR i ] | |

Dalej dla dostatecznie duzych t zachodzi

C > acDE™ — (e + krRumax) C =$C7>lefZ;%mX=10mn

oraz

C < acDE* — (ue 4 kpRumin) ¢ = C < _aché™ Crnax
pc + kpRmin

Ostatecznie dynamika P opisana jest nieréwno$ciami



wiee jesli Cryin > =1 P < Poin = hp (7“1”0“‘1“ — 1), to P —0—
P r
mamy wiec wyzdrowienie.

Poniewaz ¢ dowolny, to przechodzac do granicy € — 0 1 liczac
Chin dostajemy

o acoukypip D B
min — max) -

kor (opr + krar DR

acalﬂRuDle Vmin
kor (kmpoprpn + kRaRalk?Vmax) '

Mozemy teraz wyznaczy¢ V, wystarczajagca do wyleczenia przy
ustalonym odstepie At miedzy szczepieniami.



Chcemy mie¢

2V —aAt
acoupipppky 1Y e=a _ 7
2_ W% ap’
kcr (kmucuRuD + krarauk; 1_efam) ap

czyli

2
kl Qg alA

Vom (GCMRMDCLPG_ - TkCRkRaR> > rkmkcorpciriD-
—e

Oznacza to, ze aby osiagna¢ wyleczenie musimy zachodzié
acptrppap
< e maxs

kcrkrar

niezaleznie od tego, ile dawek szczepienia podajemy.

Whiosek 7. Jesl

r
. —aAt
7 < Tmax 1§ € > —

rmax



to
rkmkcrpoprpp(l — e A1)

Vo >
kioy (acprppape=®?t — rkcpkrar)

wystarcza, aby wyleczyé nowotwdr o wielkosci

T

P0<pmin:hP(GPCimin_1>‘

Jesli natomiast By > Ppax = hp (‘LPC% - 1) lub Chax < é,
to P(t) — oo przy t — oo, zatem wyleczenie jest niemozliwe.

Na koniec zauwazmy, ze twierdzenie 6 moze by¢ uzyte do lep-
szego oszacowania warunkow wyleczenia, ale musimy w tym celu
policzy¢ $rednia warto$¢ C' dokladnie.



KoKk

Dziekuje za uwage!

Kokok
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